
داستـان موازی هــا
در قســمت های قبلی دو خــط موازی را 

تعريف کرديم.
دو خط را که در يک صفحه واقع باشند و 
هيچ نقطة مشترکی نداشته باشند، موازی 

گوييم.
اين يک تعريف است، اما اينکه در کجا و در 
چه دنيای هندسی اين تعريف وجود دارد، 
خود داستانی ديگر است.کودکان معمولًا 
دوست دارند روی شن ها بازی کنند. شايد 
گاهی مشاهده کرده ايد که آن ها با به کار 
بردن انگشتان خود يا وسيلة ديگری، خط 
يا خط هايی را روی شن ها رسم می کنند. 
بياييد فکر کنيم که اين خط رسم شده تا 
کجا می تواند ادامه پيدا کند؟ يا اين کودک 

تا چه اندازه می تواند آن را ادامه دهد؟

دنيای کودکان محدود است. اگر از کودک 
بپرســيم: آيا می توانی خطی بلندتر رسم 
کنی؟ و يــا: تا چه انــدازه می توانی خط 
بلندتری رسم کنی؟ احتمالًا با اين پاسخ 
روبه رو خواهيد شــد کــه: »به طور حتم 
می توانم خطی بلندتر رســم کنم.« نظر 
شما چيست؟ آيا واقعاً اين کار امکان دارد؟
اگر شــما فکر می کنيد چنيــن امکانی 
وجود دارد، حتماً فرامــوش کرده ايد که 
ما روی يک صفحة کروی شــکل زندگی 
می کنيم. اگر فرض کنيم که چنين امکانی 
وجــود دارد و می توانيم اين خط را ادامه 
دهيم، مسلماً ما دوباره به نقطة شروع بر 
می گرديم. می توانيم اين را روی يک توپ 
نيز نشــان دهيم. در واقع اين خط های ما 
دايره ای هستند. در قسمت های قبلی نيز 

توضيح داديم که تمام دايره های روی کره 
که مرکز آن ها مرکز زمين باشد، خط های 
ما در هندسه ای هستند که روی کره برقرار 
است و آن را »هندسة روی کره« می نامند.

به عبارت ديگر، چيزی به نام خط روی کرة 
زمين، آن گونه که ما در »هندسة اقليدسی« 
تصور می کنيــم و به عنوان خط راســت 
می شناسيم، وجود ندارد. ما فقط می توانيم 
چيزی رسم کنيم که شبيه يک خط است، 

امـا در حـقيقت 
خط ها يک دايره 
و پـاره خـــط ها 
از  قسمت هايـی 
کمان هــای يک 
دايــره هستنـد 
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بــا اين تصــور از خط و تعريــف دو خط 
موازی که هيچ نقطة مشــترکی ندارند، 
مشاهده می کنيم که روی کرة زمين هيچ 
دو خط موازی وجود ندارد و همة خط ها 

متقاطع اند.
حال اگر دنيای ديگری را تصور کنيم و فرض 
بگيريم در دنيای ما، تمام نقطه ها درون يک 
دايره باشند و وترهايی از اين دايره را که دو 
سر آن ها خالی است،  در نظر بگيريم و آن ها 
را به عنوان خط بپذيريم )شکل 2(، بر خلاف 
 r و n دو خط p دنيای قبلی، اين بار از نقطة
با خط m هيچ نقطة 
مشترکی ندارند. در 
واقع، از نقطة p دو 
خط به موازات خط 
m رسم شــده اند. 
هر آنچــه را که در 
بالا توضيــح داديم، مقدمه ای برای يکی از 
مهم ترين اصل های هندسة اقليدسی است 
که آن را »اصل پنجم اقليدس« می نامند.
داستان از اينجا شروع می شود که اقليدس 
حدود دو هزار ســال قبل هندسه ای را بنا 
می کند که امروز به نام هندســة اقليدسی 
معروف است و همين هندسه ای است که از 
ابتدايی تا آخر متوسطه با آن سروکار داريم. 
اين هندسه، اصلی را مطرح می کند که آن 
را اصل پنجم اقليدس يــا »اصل توازی« 
می نامنــد. برای آنکه بفهميم اقليدس چه 
چيزی را مطرح می کند، به بيان مقدماتی 
نياز داريم. در شکل 3، خط r دو خط m و 
 r را قطع کرده است. در اين صورت خط n

را »خط قاطع« می نامند.

خطی را که دو يا بيشتر خط های هم صفحة 
خود را در نقطه های متمايز قطع کند، خط 

قاطع می نامند.
در شکل 3، خط r دو خط m و n را قطع 
کرده و هشــت زاويه را که از شمارة 1 تا 
8 برچســب گذاری شده اند، ساخته است. 
زاويه های 3، 4، 5 و 6 که قسمتی از درون 
آن ها بين دو خط m و n واقع اند و آن ها را 
»زاويه های درونی« و زاويه های 1، 2، 7 و 
8 را که درون آن ها بيرون دو خط هستند، 

»زاويه های برونی« می نامند.

زاويه های درونی را که مجاور نيستند و در 
دو طرف خط قاطــع واقع اند، زاويه های 
و  مانند 4∠  می نامند؛  داخلی  متبادل 

6∠ و همچنين 3∠ و 5∠.
زاويه های درونی را که مجاور نيستند و در 
يک طرف خط قاطع واقع اند، زاويه های 
متقابل داخلی می نامند؛ مانند 4∠ و 5∠ 

و همچنين 3∠ و 6∠.
زاويه های غيرمجاور را که در يک طرف خط 
قاطع و يکی درونی و ديگری برونی باشند 
زاويه های متناظر می نامند؛ مانند 1∠ و 

5∠، 8∠ و 4∠، 6∠ و 2∠ يا 7∠ و 3∠.
زاويه هــای غيرمجاور خارجــی را که در 
دو طرف خط قاطــع واقع اند، زاويه های 
و  مانند 1∠  متبادل خارجی می نامند؛  

7∠ يا 2∠ و 8∠.
اکنون که با زاويه های پديد آمده توسط يک 
خط قاطــع که دو خط ديگر را قطع کرده 
است آشنا شديم، يکی از مهم ترين ويژگی ها 
در مورد خط های موازی را بيان می کنيم. 
اين ويژگی يا بهتر بگوييم اين اصل، اساس 
بنا نهادن هندســة اقليدس است. در واقع 
اين به نوعی معادل همان اصلی اســت که 
اقليدس بيان کرد؛ اما صورت ساده تری دارد. 

آنچه لازم است بفهميم چنين است:
زاويه هايی که توسط دو خط موازی و يک 
خط قاطع شــکل می گيرند، يا اندازه های 

برابر دارند يا مکمل اند.

اصل زاويه های متقابل داخلی
هرگاه خط قاطعی دو خط موازی را قطع 
کنــد، آن گاه زاويه هــای متقابل داخلی 

مکمل اند.
اگر: m||n و r دو خط m و n را قطع کند 
)شكل 4(، آنگاه 3∠ و 6∠ و همچنين 4∠ 

و 5∠ مکمل اند؛  يعنی:
m m∠ + ∠ = °4 5 180
m m∠ + ∠ = °3 6 180 و                  

اکنون بيان اقليدس را بهتر متوجه می شويم.

اقليدس اين اصل را به صورت ديگری بيان 
کرد که چنين است:

اصل پنجم اقليدس: هرگاه در صفحه، 
خط قاطعی دو خط را قطع کند و مجموع 
اندازه های دو زاوية متقابل داخلی در يک 

طرف قاطع کوچک تر از 180̊ باشد، آنگاه 
اين دو خط در همان طرف قاطع، يکديگر 

را قطع می کنند.
در شکل 5، خط r دو خط m و n را قطع 
 .m m∠ + ∠ <3 6 کرده است و داريم �180
در اين صورت خط های m و n يکديگر را 
در نقطه ای مانند M قطع می کنند که در 
همان طرفــی از خط r قرار دارد که يکی 
از ضلع های زاويه هــای 3∠ و 6∠ نيز در 

همان طرف خط r واقع است.

با کمی تفکر شــايد بتوانيد رابطه ای بين 
دو اصل بالا پيدا کنيد. البته اينکه از يکی 
ديگــری را نتيجه بگيريم، در حال حاضر 
ســاده نخواهد بود. اما چرا اصل زاويه های 
متقابــل داخلی را در کتاب های درســی 
مطرح می کنند، در حالی که اصل پنجم 

اقليدس را مطرح نمی کنند؟
پاســخ به اين پرســش ســاده است. در 
ســال های اوليــه کــه دانش آمــوزان با 
مفهوم های جديد آشنا می شوند، مسلماً 
بيان مفهوم ها با زبان ساده تر و کاربردی تر 

از توصيه های آموزشگران رياضی است.
مشاهده خواهيم کرد که اصل زاويه های 
متقابل داخلی هم ساده تر و هم کاربردی تر 
است. اما به کار بردن خود اصل پنجم به 
همين صورت ساده نيست و به کاربردن آن 
در حل مسئله ها و قضيه ها مشکل تر است.
اصل پنجــم اقليدس، يکی از جذاب ترين 
مسئله هايی اســت که در حدود بيش از 
دو هزار سال تعداد زيادی از رياضی دان ها 
در صــدد اثبــات آن از روی اصل هــای 
ديگر بر آمده انــد. در اين ميان می توان از 
خيام و خواجه نصيرالدين طوســی، 
رياضی دان های ايرانی نيز نام برد. اما همة 
اين تلاش ها با شکست روبه رو شدند. اين 
اصل بــا بقية اصل ها متفــاوت بود. خود 
اقليدس هم تا زمانی که مجبور نمی شد، 

از اين اصل استفاده نمی کرد.
در هــر دوره از تاريخ که رياضی دان ها به 
بررسی هندسه پرداخته اند، همواره چهار 
اصل اول اقليدس را به سادگی پذيرفته اند، 
اما اصل پنجم تا قرن نوزدهم همواره مورد 
شــک و ترديد بوده اســت. البته همين 
شــک و ترديد ها بود که موجب پيدايش 
هندســه هايی به غير از هندسة اقليدسی 
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شــد که به »هندســه های نااقليدسی« 
معروف هستند. دو مثالی که دربارة صفحة 
کــروی و نقطه های درون يــک دايره در 
ابتدای اين بخش مطرح کرديم، مثال هايی 
از اين هندسه ها هســتند. اينکه چگونه 
اين هندسه ها با اصل توازی ارتباطی پيدا 
می کنند، بحث مفصلی اســت که هرچه 

جلوتر می رويم، واضح تر خواهد شد.
در طول اين قرن هــا رياضی دان ها حتی 
سعی کردند، صورت ساده تری را جايگزين 
اصل پنجم کننــد. در اين تلاش ها ظاهراً 
خواجه نصيرالدين طوســی، دانشــمند 
ايرانی، اولين کسی بود که به رابطة اصل 
پنجم و اينکه مجموع اندازه های زاويه های 

درونی هر مثلث 180̊ است، پی برد.
در شماره هاي آينده نشان خواهيم داد که 
چگونه آن را ثابت می کنيم. افراد ديگری، 
از جمله لژاندر، ساکری، لاميـــرت و 
واليس نيز چنين كوشــش هايی را انجام 

دادند اما هيچ کدام به نتيجه ای نرسيدند.
در ســال 1795، رياضی دانی به نام جان 
پلی فر، يک کتاب درسی هندسة مقدماتی 

نوشت که چندين بار چاپ شد.
در اين کتاب پلی فر صورت معادلی برای 
اصل پنجم بيان کرد که درک آن بســيار 
ســاده اســت و هنوز هم در بســياری از 
کتاب  های درســی دنيا به کار می رود. اين 
اصل جايگزين اصل پنجم شد که به اين 

صورت است؛
اصل پلی فر: از نقطة p غير واقع بر خط 
m، يک و تنها يک خط می توان به موازات 

خط m رسم کرد.

همان طور كه در شکل 6 مي بينيد، يک و 
تنها يک خط n از نقطة p به موازات خط 

m می توان رسم کرد.

شــايد ابتدا فکر کنيد که تاکنون سه نوع 
اصل را در ارتباط با خط های موازی بيان 
کرده ايم، چگونه اين ها بــا هم در ارتباط 
هســتند. اما ثابت می شود که هر کدام از 
اين سه اصل را به نوعی بپذيريم، می توانيم 
بقيه را ثابت کنيم که البته در حال حاضر 

وارد اين بحث ها نخواهيم شد.
نکتــة جالبی که از اصــل پلی فر می توان 

دريافت اين است که شناخت هندسه های 
نااقليدسی را ساده تر می کند.

در واقع بعداً رياضی دان های معروفی مانند 
لباچفسکی و بويايی و گاوس دريافتند 
که اصل پنجم قابل اثبات نيست، بلکه در 
دنيای خودش برقرار اســت. اگر بپذيريم 
که از هر نقطــه غيرواقع بر يک خط، يک 
و تنها يک خط نمی تــوان به موازات خط 
مفروض رســم کرد، يا از هر نقطه غيرواقع 
بر يک خط، هيچ خطی نمی توان به موازات 
آن رسم کرد، يا از هر نقطة غيرواقع بر يک 
خط بيش از يک خط به موازات آن می توان 
رســم کرد، هر يك از اين سه اصل خود به 
هندسه ای متفاوت با ديگری منجر می شود.

 m غيرواقع بر خط p در واقع، اگر نقطــة
مفروض باشد:

1. اگــر بپذيريم که از نقطة p يک و فقط 
يک خط به موازات m رســم می شود، آن 
را »هندسة اقليدسی« می ناميم؛ هندسه ای 

که شما با آن آشنا هستيد. 
2. اگر بپذيريم که از نقطة p هيچ خطی به 
موازات m رسم نمی شود، آن را »هندسة 
بيضوی« می نامند که حالتی از آن، همان 
هندسة روی کره اســت که قبلًا توضيح 

داديم.
3. اگر بپذيريم که از نقطة p بيش از يک 
خط به موازات خط m رسم می شود، آن را 
»هندسة هذلولوی« می نامند كه مثالی 
از آن را در مورد نقطه های درون يک دايره 

بيان کرديم.

در حقيقت بعد از 1800 سال، رياضی دان ها 
دريافتند که چرا نبايد به دنبال اثبات اصل 
پنجم اقليدس بروند. در واقع ما سه دنيای 
متفاوت داريم که هر کدام هندسة خودش 

را دارد.
داستان کشف هندسه های نااقليدسی بسيار 
جالــب و آموزنده اســت. رياضی دان هايی 
وجود دارند که ســال های زيادی از عمر 
خود را صرف کشف اين هندسه ها کردند. 
بعضی موفق نشــدند، اما بعضی هم موفق 

شدند. مثلًا، رياضی دانی به نام فورکوش 
بويايی 30 سال از عمر خود را روی اين 
کار گذاشت و موفق نشد. در عوض پسر او، 
يانوش بويايی، موفق به چنين کاری شد.

نامه ای از پدر به پسر وجود دارد که بسيار 
آموزنده است. پدر به پسر می نويسيد: »تو 
نبايد برای گام نهادن در راه موازی ها تلاش 
کنی. من پيچ وخم های اين راه را از اول تا 
آخر می شناسم، راه به جايی نخواهی برد.« 
اما بويايی جوان از اخطار پدر نهراسيد، زيرا 
که انديشه ای کاملًا تازه در سر می پروراند 

و در انتها موفق شد.
اکنون که خيلی خلاصه در مورد داســتان 
خط های موازی مطالبی را بيان کرديم، به 
بحث اصلی بر می گرديم و در اين راستا اگر 

لازم باشد، توضيح هايی را خواهم داد.
بعد از کشف هندسه های نااقليدسی و اينکه 
تکليف اصل پنجم روشــن شــد، از اوايل 
قرن بيســتم به بعد، رياضی دان ها به فکر 
ساختاری اساسی برای هندسة اقليدسی و 
به ويژه هندسة دبيرستانی افتادند. هيلبرت 
اولين رياضی دانی بود که هندسة اقليدسی را 
از نو بازسازی کرد. او نقص های کار اقليدس 
را در مورد اين هندسه برطرف کرد و حتی 

اصل های جديدی را به اين هندسه افزود.
از ســال 1960،  رياضی دان های ديگری 
نيز ساختارهای ساده تری را برای هندسه 

مطرح کردند.
در سال 2000، »انجمن بين المللی معلمان 
رياضی« که به اختصار )NCTM( ناميده 
می شــود، توصيه هايی کلــی در آموزش  
رياضی و به ويژه در هندسه مطرح کردند که 
هنوز هم در اکثر کتاب های درسی هندسه 

از آن ها استفاده می شود.
همچنين، دســته اصل هايی به نام »پروژة 
رياضيات مدرســه ای دانشــگاه شيکاگو« 
مطرح می شوند که در آن ها توصيه می شود، 
به جای اصل پنجم در هندسة مدرسه ای، 
اصل زاويه های »متقابل داخلی« يا »متبادل 
داخلی« مطرح شــود. ايــن توصيه از نظر 
آموزشی مفيد به نظر می رسد و کار ساختن 
هندســه را در رياضيات مدرسه ای ساده تر 
می کنــد. در بخش بعدی از آن اســتفاده 

می کنيم و هندسه را پيش خواهيم برد.

ریاضی
۵ ومـدرسه
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با اسكن رمزينه، مراحل 
ترسيمات هندسي را 

مشاهده كنيد.


